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ИНТЕРВАЛЬНАЯ m -ПЛОСКОСТЬ 
 
д.т.н. Т.Е. Романова, к.ф.-м.н. Л.Г. Евсеева, к.т.н. С.Б. Шеховцов 
 
Вводится понятие интервальной m-плоскости, интервальной m-псевдо-
плоскости, интервальной псевдопрямой и интервальной прямой в многомер-
ном интервальном пространстве RIns . Построены и исследованы интерваль-
ные уравнения n-мерной интервальной прямой в параметрической форме. 
 
Постановка проблемы. Создание современной радиоэлектронной ап-
паратуры на высоком научно-техническом уровне невозможно без внедре-
ния автоматизированных методов проектирования. В комплексе задач тех-
нического проектирования особое место занимают задачи компоновки, в 
частности, задачи компоновки объектов с кусочно-линейной границей. Для 
построения адекватных математических моделей необходимо уже на этапе 
моделирования осуществлять учет погрешностей исходных данных. 
Анализ последних исследований и публикаций.  Модели и методы 
решения оптимизационных задач размещения [1] с учетом погрешностей 
исходных данных на основе использования элементов интервальной 
геометрии [2, 3] приведены, например, в работах [4 – 6]. Однако эти ис-
следования проводились только для задач размещения плоских геомет-
рических объектов, таких как: прямоугольник, правильный многоуголь-
ник. Развитие теории геометрического проектирования требует расши-
рения класса базовых объектов и перехода в многомерные пространства. 
Формулировка цели статьи. В многомерном интервальном про-
странстве строим математическую модель m-плоскости, на основе кото-
рой определяем интервальную прямую как одномерную интервальную 
плоскость. При этом для описания и исследования предложенных интер-
вальных моделей используются методы интервального анализа в геомет-
рическом проектировании [2, 3]. 
Изложение основного материала исследования. Рассмотрим ин-
тервальное пространство ns s s s
n
...   I R I R I R I R  [7], здесь sI R  – расши-
ренное пространство центрированных интервалов [2, 3], элементы кото-
рого n1 n sU ( X , ... , X ) I R , ii i x sX x ,  I R , ni J {1, 2, ... , n}  . 
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Определим в пространстве nsI R  понятие интервальной m-плоскости, 
понятие интервальной прямой, базируясь на понятии интервальной прямой 
в пространствах 2sI R  [9] и 
3
sI R  [10], используя основные положения анали-
тической геометрии в многомерном евклидовом пространстве Rn [11]. Рас-
смотрим квазилинейное интервальное отображение ns s: F I R I R  [9] вида 
ii
n
i 1
(U) A * X

 F ,                                       (1) 
где 
ii i a s
A a ,  I R , 
ii x s
X x ,  I R , ni J   – интервальные ко-
эффициенты и интервальные переменные соответственно;   – знак ин-
тервального умножения [2]. 
На основании разбиения пространства sI R  [3]: 
1 2 3s s s s
I R I I I ,                                         (2) 
где  
3 3s s x s x x
cl { x, (x 0) (x 0)}          I I I R ; 
1 1s s x s x
int { x, x 0}      I I I R ; 
2 2s s x s x
int { x, x 0}      I I I R ; 
3 3s x s x
{ x, 0}     I I ; 
3 3s x s x
{ x, 0}     I I ; 
3 3 3s s s
  I I I , 
положим, что интервальные коэффициенты отображения (1) удовлетво-
ряют условию 
1 2i s s
A {0}I I , ni J  . 
Определение 1. Интервальное уравнение вида: (U) C 0 F , где F  – 
квазилинейное интервальное отображение вида (1), c sC c,  I R  [11], 
называется квазилинейным интервальным уравнением, а множество точек 
n
s
ˆ Π I R , удовлетворяющих этому уравнению, – квазилинейной интер-
вальной гиперповерхностью в пространстве nsI R . Иначе 
n
i i
i 1
ˆ : A X C 0

  Π .                               (3) 
В интервальных пространствах 2sI R , 
3
sI R  квазилинейная интер-
вальная гиперповерхность есть интервальная ломаная [9, 10]. 
Отметим некоторые свойства уравнения (3): 
1. 
n
ii
i 1
A X C 0

    ;   
n
ii
i 1
A X C

   ; 
i ii i
k n
i 1 i k 1
A X A X C  
  
      , i nJ  , ni J , n 1k J  . 
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2. Исходя из непрерывности и кусочной линейности соответствующе-
го уравнения в пространстве 2sI R  [9] и непрерывности операций сложения 
и умножения в интервальных пространствах, заключаем, что уравнение (3) 
непрерывно и кусочно-линейно. 
3. Если i iA a ,0 , ni J  , то уравнение (3) линейно. 
4. С учетом того, что 1 2(U) C f (U),f (U) F , где 
n 1
i sf (U) : RI R , i 1, 2 , 1 2 n
n
1 x 2 x n x sU ( x , , x , , ... , x , )    I R , урав-
нение (3) можно представить в виде: 1 2f (U),f (U) 0 . 
Для определения конкретного вида уравнения (3) воспользуемся 
разбиением пространства nsI R  [7]: 
N
n
s k
k 1
I R Ω ; k 1 2 n...   Ω J J J ,                             (5) 
где  1 2 3 3i s s s s n, , , , i J
  J I I I I , nN 4 , интервальные множества 
is
I , 
i 1, 2, 3 , определяются выражениями (2). 
На каждом из интервальных множеств nk sΩ I R , Nk J  , интер-
вальная функция [2] (1) интервально линейна [9], поэтому интервальная 
гиперповерхность nsˆ Π I R , kUΩ , является линейной гиперповерхно-
стью. Интервальное множество nk sΩ I R , Nk J  , назовем областью 
линейности квазилинейной гиперповерхности Πˆ . 
Используя таблицу определения операции интервального умноже-
ния A X , sA , X I R  [2], заключаем, что конкретный вид уравне-
ния (3) зависит от вида множества kΩ  и от значений интервальных ко-
эффициентов в соответствии с разбиением (2). 
В пространстве nsI R  рассмотрим n m  (m n)  квазилинейных ин-
тервальных квазилинейных гиперповерхностей iΠˆ , n mi J  . 
Определение 2. Квазилинейной интервальной поверхностью раз-
мерности m, (m n) , или, интервальной квазилинейной m-поверх-
ностью, пространства nsI R  назовем пересечение множеств iΠˆ : 
n
j 11j
j 1
n
n m, j j n m
j 1
A * X C 0 ;
.............................................
A * X C 0 ,

 


 




  



                                (6) 
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где 
ijij ij a s
A a ,  I R ; 
ii i c s
C c ,  I R ; n mi J  ; nj J . 
Матрицей данной системы является интервальная матрица [10] вида  
11 12 1n
n m,1 n m,2 n m,n
A A ... A
... ... ... ...
A A ... A  
 
 
  
 
 
 
A . 
Определение 3. Рангом интервальной матрицы A  назовем ранг [11] 
соответствующей матрицы A вида: 
11 12 1n
n m,1 n m,2 n m,n
a a ... a
A ... ... ... ...
a a ... a  
 
 
  
 
 
. 
Определение 4. n m  интервальных квазилинейных гиперповерх-
ностей iΠˆ , n mi J  , в пространстве 
n
sI R  назовем интервально линейно не-
зависимыми, если ранг интервальной матрицы системы (6) равен n m . 
Рассмотрим всевозможные варианты значений интервальных коэф-
фициентов и интервальных переменных уравнений системы (6). Поло-
жим, 
1ij s n m n
A , i J , j J  I . Тогда на основе разбиения (2) систему (6) 
можно представить как совокупность N систем линейных интервальных 
уравнений. Обозначим множество решений системы (6) на множестве 
n
k sΩ I R , Nk J , через kLˆ . 
Определение 5. Интервальное множество 
N
n
k s
k 1
ˆ ˆ

 L L I R  назовем 
интервально кусочно-линейной m-поверхностью nsˆ L I R , а его под-
множества nk sˆ  L L I R , nj J  – интервально линейными участками 
интервальной m-поверхности. 
Интервальная кусочно-линейная m-поверхность имеет не менее од-
ного и не более N интервально линейных участков. 
При n 2, 3  интервальная кусочно-линейная m-поверхность Lˆ  яв-
ляется интервальной ломаной [6, 10], а kLˆ  – ее звеньями. 
Для отображения системы (7) в евклидово пространство воспользуемся 
отображением 2sH: RI R  [3, 10]. Осуществим отображение 
n 2n
n sH : RI R , 
где                   n 1 2 nH (U) H( X ) H( X ) ... H( X )    ;                              (7) 
H( X ) X ; xX (x, )  ; n 1 nH (U) (X , ... ,X ) ; 
n
sUI R ; 
2
iX R ; ni J . 
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В результате отображения (7) система (6) преобразуется в набор из 
N систем линейных операторных [9] уравнений: 
1 1 2 2 n n
n 1 n 1 n 2 n 2 2n 2n
q n 1 q n 1 q n 2 q n 2
1k 1k 1k 1k
i j 1 i j 2 i j n 1
2k 2k 2k 2k
i j 1 i j 2 i j n 2
n m,k n m,k
1 2i j i j
X X ... X C 0;
X X ... X C 0;
................................................................
X X ..
   
       
 
      
      
  
q q
n m,k n m,k
n 2i j. X C 0,
 






   
          (8) 
где 1 2 n kU (X ,X , ... ,X ) D  ; m m qi , j {1, 2, 3 , 3 }, m J , q (n m)n
     ; 
2n
kD R , k {1, 2, ... , N}   – образ интервального множества kΩ  при 
отображении (8); 11
11
11 a1k
11
a 11
a
a
 
   
  
 – оператор вложения [9], применяе-
мый к результату операции интервального умножения 11A * X  для 
случая, когда 
im
1 sA I , mi {1, 2, 3 , 3 }
  , а интервальная переменная 
jm
1 sX I , mj {1, 2, 3 , 3 }
   в первом уравнении системы (6); 
1
1
1 ak
11
a 1
a
a





 
  
 
 
, 1, 2, ... , n m    – в -м уравнении системы. 
Операторы  
m m m m
k k
m mi j i j, ... , , i , j 1, 2, 3 , 3
      , 1, 2, ... , n m  , по-
лучены из 
m m
k
i j
  заменой 1a  на 2 na , ... ,a  , 1a  на 2b  или 3b : 
11 1 11 2 11 n 11...1X X ... X 0, если U R ;                         (9) 
11 1 12 2 11 n 12...1X X ... X 0, если U R .        
Здесь 
1 2 ni i ...i k
R D , где kD  – образ множества i j kk s s s...   Ω I I I , 
3i, j, ... , k J  при отображении (9). 
Операторы в уравнениях определяются, например, так: 
a
11
a
a
a
 
   
 
; a12
a
a
a
 
   
 
; 13 a x13
13 a x
, если 0;
, если 0;


    
  
   
 
a
13
a
a 0
0 a
      
  
; a13
a
a 0
0 a
      
  
, если 2a s1(a, ) R  . 
Для других типов интервальных коэффициентов i nA , i J , образы 
интервальных поверхностей в пространстве R2n определяются наборами 
систем линейных уравнений, аналогичными наборам вида (9).  
 185 
Рассмотрим линейное [11] на всем пространстве nsI R  интервальное 
отображение  
j j
n
j 1
(U) (a X )

  f ,                                      (10) 
где 1j na R ; j J  ; 
n
sUI R ; i ii x i xi x , x ,X      [3]; 
j j j
j j
j j j
a X , если a 0;
(a X )
a X , если a 0;
  

   
 
 nj J .              (11) 
Определение 6. Квазилинейной интервальной псевдоповерхностью 
в пространстве nsI R  назовем множество 
n
sΠ I R , n 1k J  , заданное ин-
тервальным уравнением  
j j j j
k n
j 1 j k 1
A X a X ) C 0: (   
  
       Π ;             (12) 
j j j
a sA a ,    I R ; j nJ  ; nj J ; c sC c,  I R . 
Определение 7. Интервальной m-мерной псевдоплоскостью, или ин-
тервальной m-псевдоплоскостью (m n)  пространства nsI R , назовем пере-
сечение интервальных псевдогиперповерхностей iΠ , n mi J  , вида (12). 
Определение 8. Интервальной псевдопрямой nsL I R  называется 
интервальная m-псевдоплоскость при m 1 . 
Обозначим множество решений системы (15) на множестве 
n
k s N, k J  Ω I R , через 
n
k sL I R . Тогда интервальное множество 
N
n
k s
k 1
 L L I R , следуя работе [9], назовем интервальной псевдопря-
мой в пространстве nsI R , а его подмножества k L L , nj J  – звеньями 
интервальной псевдопрямой nsL I R . 
Определение 9. Линейной интервальной поверхностью nsΠ I R  
назовем интервальную поверхность, которая задается интервальным 
уравнением вида: (U) C 0 f , nsUI R , где c sC c,  I R , (U)f  
определяется (10). 
В пространстве nsI R  линейная интервальная поверхность называет-
ся интервальной гиперплоскостью [9]. 
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Следуя [9], интервальное уравнение интервальной гиперплоскости 
определяет в евклидовом пространстве nR  гиперплоскости: 
n
i i
i 1
a c 0

   ,                                        (13) 
где  
ii i n x n
{(x , i J ) ( , i J )}        . 
Рассмотрим i ij j i
n
j 1
: (a X ) C 0

  Π , n 1i J   [11], причем та-
кие, что их интервальные уравнения являются интервально линейно не-
зависимыми. 
Определение 10. Интервальной m-плоскостью (m n)  в простран-
стве nsI R  назовем пересечение интервальных гиперплоскостей iΠ , 
n mi J  , т.е. множество точек 
n
sUI R , удовлетворяющих системе: 
n
1j j 1
j 1
n
n m, j j n m
j 1
(a X ) C 0 ;
............................................
(a X ) C 0 ,

 


  




   



                           (15) 
где  1ija R ; n mi J  ; nj J . 
Решение системы (15) определяется m интервальными параметрами 
i sT I R , mi J  и может быть представлено в виде: 
m
0
1 1 1j j
j 1
m
0
n n nj j
i 1
X X (b X );
............................................
X X (b X ),



  



   



                                (16) 
где  1ij n mb R ; i J ; j J   . 
Выражение (16) назовем интервальными уравнениями интервальной 
m-плоскости в параметрической форме, а i sT I R , mi J  – интерваль-
ными параметрами интервальной m-плоскости. 
Отметим справедливость следующих фактов: 
1. Если размерность интервальной плоскости совпадает с размер-
ностью интервального пространства, то ее интервальное уравнение 
определяет все пространство. 
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2. Интервальная гиперплоскость в пространстве nsI R  имеет раз-
мерность n 1 . 
3. Нульмерная интервальная плоскость состоит из одной точки. 
4. Одномерной интервальной плоскостью является интервальная прямая. 
Определение 11. Интервальной прямой nsL I R , иначе, n-мерной 
интервальной прямой, назовем интервальную m-плоскость при m 1 . 
Утверждение. Интервальная прямая в пространстве nsI R  является 
пересечением n 1  независимых интервальных гиперплоскостей, т.е. 
интервальная прямая есть множество точек nsU  I R , удовлетворяющих 
системе интервальных уравнений: 
n
1j j 1
j 1
n
n 1, j j n 1
j 1
(a X ) C 0 ;
............................................
(a X ) C 0 ,

 


  




    



                             (17) 
где 1ija R ; n 1i J  ; nj J . 
На основании свойств операций пространства sI R , каждому интер-
вальному уравнению системы (17) поставим в соответствие в евклидо-
вом пространстве 2nR  систему линейных уравнений вида: 
1 2 n i
i1 1 i2 2 in n i
i1 x i2 x in x c
a x a x ... a x c 0;
a a ... a 0,
    

       
 n 1i J   . 
Таким образом, в 2nR  системе (17) соответствует такая система: 
1 2 n 1
11 1 12 2 1n n 1
n 1,1 1 n 1,2 2 n 1,n n n 1
11 x 12 x 1n x c
a x a x ... a x c 0;
......................................................
a x a x ... a x c 0;
a a ... a 0;
.............................................
   
    


     
        
1 2 n n 1n 1,1 x n 1,2 x n 1,n x c
a a ... a 0.
...................
  









         
                (18) 
Найдем решение следующей подсистемы системы (18): 
11 1 12 2 1n n 1
n 1,1 1 n 1,2 2 n 1,n n n 1
a x a x ... a x c 0;
......................................................
a x a x ... a x c 0.   
    


     
                      (19) 
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Так как ранг матрицы системы (19) по предположению равен n 1 , 
система имеет бесчисленное множество решений, которое обозначим 
через Rl . Пусть точка 0 0 0 n0 1 2 nX (x ,x , ... , x ) RX   является решением 
данной системы, т.е. 0 XX  l . 
Исходя из соотношений (17) и (18), составим интервальные уравне-
ния интервальной прямой в пространстве nsI R  в виде: 
0
1 1 1
0
n n n
X X (p T );
.......................................
X X (p T );
    




   

    
0
1 1 1
0
n n n
X X (p T );
......................................
X X (p T ),
   




  
,             (20) 
где nt sT t,  I R ; 
n
1 n sU ( X , ... , X ) I R ; ii i x sX x ,  I R ; 
1
ip R ; ni J . 
Интервальные уравнения (21) назовем интервальными уравнениями 
интервальной прямой nsL I R  в параметрической форме, а 
t sT t,  I R  – интервальным параметром интервальной прямой. 
В частности, если t 0  , уравнения (21) имеют вид: 
1 1 1
0
n n n
0X X p t;
............................
X X p t;
   




  

 1t R .                           (21) 
Заметим, что образами интервальной прямой (22) в пространстве 
nR  есть прямые, уравнения которых в параметрической форме можно 
представить: 
0
1 1 1
0
n n n
x x p t;
......................
x x p t;
   



  
  1t R ;         
1 1
n n
0
x x 1 t
0
x x n t
p ;
........................
p ;
     



    
  1t R  , 
где 1 2 ns (p ,p , ... ,p )  – направляющий вектор прямой, точка 
0 0 0 n
1 2 n X(x ,x , ... , x ) R l . 
Интервальную прямую nsL I R  назовем ориентированной интер-
вальной прямой в nsI R , если на прямой выбраны начальная точка и 
направление. Будем говорить, что точки iU L , i 1, 2 , связаны соот-
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ношением 1 2U UL , т.е. 1U  “предшествует” точке 2U , или точка 2U  
“следует” за точкой 1U . 
Начальной точкой интервальной прямой назовем точку, соответ-
ствующую значению интервального параметра tT t, 0   . 
Если интервальная прямая задается в параметрической форме (21), 
то направление на ней соответствует непрерывному изменению  пара-
метра, иначе, если точке n0 sU I R  сопоставим значение параметра 
0 s0 0 t
T t , I R , то для всех i sT I R , i 1, 2 , удовлетворяющих 
условию: 1 0 2T T T  , справедливо следующее: либо точка 1U  
“предшествует” точке 0U , а точка 2U  “следует” за точкой 0U , т.е. 
1 0 2U U U L L , либо точка 2U  “предшествует” точке 0U , а точка 1U  
“следует” за точкой 0U , т.е. 2 0 1U U U  , где iT  – значение интер-
вального параметра, соответствующее точке iU . 
Пусть даны две точки ni sU I R , i 1, 2 , через которые можно про-
вести n -мерную интервальную прямую nsL I R  [5]. Часть интерваль-
ной прямой L  между точками 1U  и 2U  называется интервальным от-
резком [6], а точки 1U  и 2U  – концами интервального отрезка 
1 2[U U ] L , иначе 
  n1 2 s 1 2 2 1U U {U ( T T T ) ( T T T )}       L I R . 
Выводы. Научная новизна работы состоит в том, что впервые введе-
ны понятия интервальной m-плоскости интервальной m-плоскости, интер-
вальной псевдопрямой и интервальной прямой в многомерном интерваль-
ном пространстве. Это позволит строить математические модели много-
мерных геометрических объектов с кусочно-линейной границей, а также 
моделировать их взаимодействие при решении оптимизационных задач 
размещения с учетом погрешностей исходных данных средствами интер-
вальной геометрии. Практическая ценность. Полученные в статье резуль-
таты могут быть использованы при математическом и компьютерном моде-
лировании интервальных геометрических объектов с кусочно-линейной 
границей и их взаимодействий (включения, пересечения, касания, непере-
сечения), а также при моделировании и решении задач компоновки слож-
ных объектов, допускающих аппроксимацию объектами, имеющими кусоч-
но-линейную границу, с учетом погрешностей исходных данных. 
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